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FUNDAMENTOS DE LA RED DE ESCURRIMIENTO

1- GENERALIDADES Y OBJETIVOS

El presente trabajo estd dirigido a estudiantes de geologia o gedlogos graduados,
interesados en los fundamentos hidraulicos de las redes de flujo (de escurrimiento con mas
propiedad) que son de gran utilidad en los estudios de la Hidraulica de las aguas subterraneas.

Esta encarado con un criterio de interpretacion fisica, mas que de rigor matematico, a
pesar que ésta es importante y se hace referencia a los desarrollos estrictamente necesarios.
Pretende estar acotado a las reales condiciones de aplicacién sin ahondar en extensos
desarrollos matematicos a los que el tema es proclive.

El objetivo central es el de brindar un texto de referencia, en el que los fundamentos
queden expuestos lo mas breve y concisamente posible, sin que por ello pierdan precision
conceptual.

El contenido estd programado siguiendo la prioridad necesaria para su mejor
comprensidn, y necesariamente eslabonado, como para que los conceptos puedan ser tratados
de manera ordenada. Por otra parte se pretende que el texto sea "autosuficiente”, entendiendo
como tal el hecho de que todas las deducciones y conceptos necesarios se encuentren en el
mismo, evitando asi al lector, la necesidad de recurrir a otra bibliografia, para la
interpretacion de la presente.

Con esas premisas, se han desarrollado en un principio y brevemente, los conceptos
necesarios del Analisis Matematico, aplicados y adaptados a la Hidraulica, cuyos conceptos
bésicos de utilidad posterior, son también tratados conjuntamente.

Enseguida son tenidos en cuenta los trascendentales conceptos referidos al principio de
la conservacion de la masa y de la circulacion, ambos aplicados al escurrimiento de los
fluidos.

A continuacion se encara el analisis de los fundamentos de la Red de Escurrimiento,
obviamente sustentados en forma totalmente eslabonada, en los conceptos desarrollados
previamente.

Se desarrollan seguidamente los conceptos inherentes al escurrimiento bidimensional,
de gran aplicacion al escurrimiento en los medios permeables, para referirse a continuacién a
las propiedades generales de la red de escurrimiento.

Se pretende luego demostrar en forma sencilla, el porqué las redes son aplicables a los
escurrimientos en medios permeables para pasar luego a su metodologia de trazado. Para su
andlisis se priorizan las metodologias sencillas e intuitivas con el objetivo manifiesto de
posibilitar una mejor compresion de las redes, sin perderse en el laberinto de las dificultades
numéricas 0 matematicas en general, las que son resueltas por programas utilitarios con gran
precision.
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Finalmente se da lugar a las posibilidades de céalculos energéticos con la red de
escurrimiento (aplicaciones de la ecuacion de Bernoulli) aplicadas a los medios permeables,
fundamentandose asi, las reglas practicas de uso comun.

Por otra parte y con el objeto preanunciado de evitar al lector la bdsqueda de
informacidn en otras bibliografias, las demostraciones de conceptos fundamentales a los que
inevitablemente hay que recurrir pero que no integran la estructura fundamental del temario
central, se incorporan en forma de Anexos.
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2- FUNDAMENTOS DE ANALISIS MATEMATICO E HIDRAULICA NECESARIOS
PARA EL DESARROLLO DEL TEMA

2.1- CAMPOS

Cada punto del espacio cartesiano de coordenadas X, y, z presenta un valor numérico de
una dada funcién f(x; y; z) continua y derivable hasta el segundo orden de derivacion.

Si la funcidn representa una magnitud fisica escalar, en cada punto del espacio la
propiedad fisica tendra un determinado valor numérico y Unico f(a; b; ¢), siendo a, b y c los
valores de las coordenadas x, y, z del punto analizado.

Por ejemplo, las propiedades: masa especifica p, peso especifico y, presion p y
temperatura t, constituyen ejemplos evidentes de funciones de punto del espacio de tres
dimensiones.

En cambio, si la funcidn representa una propiedad fisica vectorial, en cada punto del
espacio, para los valores a, b y c, se tiene un vector V(X; y; z).

Los campos de velocidades V, aceleraciones a y rotores rotV, constituyen ejemplos
intimamente relacionados con los desarrollos que posteriormente tendran lugar.

2.2- PARTICULA FLUIDA Y MEDIO CONTINUO

Es la menor porcién de sustancia fluida lo suficientemente pequefia, por una parte,
como para poder aplicarle los conceptos del "Punto Material™ (Analisis Matematico). Pero por
otra parte es, a su vez, lo suficientemente grande como para que no se pierda la identidad de
la sustancia en estudio.

El medio continuo es una sucesion
de particulas fluidas en movimiento (o en
reposo como caso particular del mismo)
sin que existan espacios vacios ni
choques entre ellas. Es una percepcion
"macroscépica” de la realidad. En efecto,
el agua en particular y los fluidos en
general, son efectivamente interpretados
por nuestros sentidos como una sustancia
continua y facilmente deformable ante las
solicitaciones.

Figura 1

Interpretacion segun el Ing. Macagno
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La imagen debida al Ing. Macagno esquematizada en la Figura 1, es sumamente
ilustrativa. En efecto, en la misma, las particulas fluidas son representadas
bidimensionalmente (para obtener la imagen tridimensional bastard considerar la
profundidad) por cuadrangulos idealmente pequefios. En el baricentro de los mismos puede
ser considerada la propiedad fisica de que se trate tal como puede ser apreciado tanto para las
propiedades escalares como las vectoriales. En particular el campo de velocidades V
constituye la principal de éstas Ultimas y obviamente esta intimamente relacionado con el
objetivo fundamental del presente trabajo.

Notese que en los limites de cada cuadrangulo se producen los esfuerzos tangenciales
que justifican las deformaciones angulares de las distintas particulas de los fluidos reales o
viscosos. Los alargamientos o acortamientos estardn obviamente relacionados con el campo
de presiones.

2.3- LINEAS QUE DESCRIBEN EL ESCURRIMIENTO - TUBO DE CORRIENTE

2.3.1- Trayectoria

Es el lugar geométrico de las sucesivas posiciones que ocupa una unica particula en el
tiempo. Obviamente es una abstraccion puesto que es imposible visualizarla en la realidad.

2.3.2- Linea de Corriente

Es por definicion la linea envolvente de velocidades de sucesivas particulas en un
instante dado. Es evidente que involucra a infinitas particulas en un instante, sefialadas
cada una por el vector velocidad de la particula precedente. Es posible visualizarlas
utilizando, por ejemplo, colorantes de igual masa especifica que la del fluido en estudio.

De la imagen de
Macagno para el medio
I continuo y de la definicion de

EEEE
EEE

imagen cualitativa del
Escurrimiento, destacada en
la Figura 2.

l.d.c.

Se adelanta que también
podran considerarse aspectos
cuantitativos o de célculo, lo
que constituye el objetivo de
la "Red de Escurrimiento”.

l.d.c.

Figura 2
Configuracion de l.d.c. en un instante dado
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2.3.3- Tubo de Corriente

Figura 3
Tubo de corriente

Se lo esquematiza en la Figura 3,
donde se observa que se obtiene de
considerar una linea cerrada en el espacio

ocupado por un campo de velocidades V.

Es evidente que al ser el nombrado
espacio ocupado por vectores velocidad en
todos sus puntos, siempre existiran lineas de
corriente que seran tangentes, dando lugar a
un tubo cuya propiedad principal es la de ser
impermeable, puesto que por definicion de
l.d.c. no pueden existir componentes de
velocidad normales a las mismas.

Obviamente, el tubo de flujo anterior estd directamente aplicado a un campo vectorial de
velocidades, las que al estar vinculadas al transporte de masa (agua en nuestro caso),
implican la "impermeabilidad” acotada. Si el concepto fuera aplicado a un campo de
vectores A, se obtiene un concepto mas general en el que se destaca la imposibilidad de
que existan componentes del campo vectorial normales a las lineas que delimitan al
tubo. Es decir que en su aplicacion a la Hidraulica, encuentra un sentido fisico muy preciso.

2.4- FLUJO DE UN VECTOR - CAUDAL - ESCURRIMIENTO -VELOCIDAD

MEDIA
En la Figura 4 se puede apreciar el
flujo elemental de un campo vectorial A,
el que se define por el producto escalar:
dp=A dQ=|A |dQ cos(A;dQ) =A dO
La integral, extendida a toda la

superficie Q, resulta entonces:

Q:jﬂdﬁ:jAndQ
Q Q

Figura 4
Flujo de un Vector
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Si el campo elemental es un campo de velocidades en un medio continuo, lo que
implica transporte de masa, el flujo elemental se denomina "*Caudal Elemental dg*'.

En consecuencia:
dQ =VdQ=VdQcos(V;dQ) =V, dQ

y la integral resulta:
Q= jv dQ= [V, do
Q
Se define como velocidad media U en la superficie Q a la que surge de considerar:

Q=UQ- jvo@:jvn do

Q Q
Cuya ecuacion de dimension es:
3 3
L L . m° |
—L2=— ;esdecir — -
T T S s

Al despejar U, la velocidad media resulta:

1
u==[v d0=2
Qy 0

Cuya dimension es L /T, es decir m/s.

Al transporte de masa obligado por el campo de velocidades inherente al medio
continuo en estudio, se lo denomina ""Escurrimiento'".

El gasto o caudal elemental de masa se obtiene al multiplicar el gasto elemental por la
masa especifica p. En efecto: o
dg,, =pdg=pV dQ

Por lo que la integral sera:
Q.=)pdg = pvda=pQ = pua
Q

Evidentemente, su ecuacion de dimension resulta:

ML._M

BT T

que se mide en unidades de masa por segundo.
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2.5- CIRCULACION

(\8/\ En el campo de velocidades representado
por la configuracion de l.d.c. de la Figura 5, se
as considera una curva cerrada S.

Se define a la circulacién elemental como
el producto escalar V.dS.

Por lo tanto, la Circulacion T resulta:

r=$V ds=$Vds cos(V;ds)=$ V, ds
Figura 5
Circulacion de un Vector

Si I" es distinta de cero, existe masa que circula alrededor del punto medio P. Se
obtiene asi la interpretacion de un "'vortice™ real.

2.6- ROTOR

En la Figura 6 se representa un campo de velocidades caracterizado por sus lineas de
corriente. Considerando una curva en un plano atravesado por las l.d.c., se define como
Vector Rotor al limite de la circulacién cuando la superficie encerrada por la curva en la que
se produce la misma tiende a cero.

lim A dI

V= aa0 3070 a1ty

En la que: m
(@31
Ar Iy -1 / )
AQ T Q -Q, W / S,
. I>
\_(_ en Ia_ que, ademas, la W L
superficie Q, tiende a anularse, es
decir tiende al punto. w

Figura 6
Vector Rotor
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Notese que una forma elemental, y probablemente sin demasiado rigor matematico, de
obtener la expresion final del Teorema de Stokes seria la siguiente.

De la definicion de vector rotor se puede despejar:
dl=rotVdQ

Por lo que la integral resulta:
I =$Vds=] rotV do

Q

La que se interpreta como que "la circulacidn sobre una curva cerrada inmersa en el
campo vectorial, es igual a la integral del flujo del campo del rotor en la superficie que
encierra”.

2.7- DIVERGENCIA

En la Figura 7 se representa
nuevamente un campo de velocidades
dado por una configuracion de lineas de
corriente.

Considerando un determinado
volumen de control inmerso en el
espacio ocupado por el medio continuo
en movimiento (caracterizado por la
configuracion de lineas de corriente) el
flujo elemental del vector A en un
elemento diferencial de superficie
representado por su vector normal dQ
resulta:

do=A.dQ
Figura 7

Divergencia de un Vector

Por lo que el flujo extendido a toda la superficie del volumen de control, resulta:

D= A dO

Q

Se define como la divergencia del vector A al limite del flujo del mismo en la superficie
del volumen de control, cuando el mismo tiende a anularse. En simbolos:

dvA- M A®_dO
At—>0At dt

10
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En la que: AD=D, -P; Yy At =1,—11 Y T,tiende a cero.

Se recuerda que las componentes cartesianas de la divergencia de un vector estan dadas
por la expresion:

oA, OAy 0A,

divA=
VAToA, Toa, oA,

y

Si el campo vectorial representa el campo de velocidades en un medio continuo, su
flujo en la superficie considerada es el ""caudal™, el que obviamente implica transporte
de masa.

Denominando u, v, w a las componentes segun los ejes X, y, z del vector V, se tiene que
la divergencia del mismo, expresada en funcion de sus coordenadas cartesianas, resulta:

divv—a—u+a—v+%
S ox oy oz

Recordando que: dq = V.dQ y consecuentemente Q=) V dO
Q
Al considerar divV/, se tiene que:
. — dq
divV=—
V=

Por lo tanto, dq=divV dr y la integral resulta:

Q=] divV dr

T

Recordando la definicion de Q, se tiene:

|V da=) divvdr

Q T

Que es la expresion del teorema de Gauss-Green, obtenida de una forma elemental, y
que se interpreta como que el caudal que atraviesa la superficie del volumen de control, fijo
en el espacio en el que escurre el medio continuo, resulta igual a la integral de la divergencia
extendida a dicho volumen.

11
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2.8- DIFERENCIAL TOTAL EXACTA

Es conveniente recordar brevemente el concepto de diferencial total exacta en
coordenadas cartesianas.

Considerando una cierta funcién escalar f (X; y; z), su diferencial total se expresa:

0 0 0
df(x, y,z) =a—xf(x,y,z) + @f(x, Y;Z) +§f(x,y,z)
2.9- VECTOR GRADIENTE

Dada una funcién escalar U=f (x; y; z) tal como la que se pretende representar en la
Figura 8, se le asignan a cada punto del campo las siguientes propiedades:

a) La direccion y sentido del mas rapido crecimiento de U.
b) El valor absoluto de U para un recorrido unitario.

Se define como Vector Gradiente del campo U, aquel que tiene la direccion y sentido
indicado en a) y como mddulo el indicado en b).

En la Figura 8 se esquematizan los conceptos, a la vez que la misma permite interpretar
que la expresion cartesiana del Vector Gradiente resulta:

Por otra parte el vector desplazamiento en una direccion cualquiera es:
dl = dxi + dyj + dzk

El producto escalar de ambos
vectores representa la componente segln

la direccion arbitraria | , en efecto:

— — 03U duU duU
gradu dlz§dx+—dy+—dz

oy 0z
Recordando que el segundo del mayor crecmiente. |
miembro es la diferencial total exacta dU, ‘
se tiene:
Figura 8

gradU di=dU=(grad U) .dlI

12
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Esta ultima expresion nos brinda el valor del mddulo del gradiente en una direccion
cualquiera I.

Despejando dU de la misma e integrando entre dos puntos 1y 2, se obtiene:

jgradU dl = ]LdU -U,-U,

2 2

Por lo que la integral curvilinea resulta:

dgrad U di=0

13
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3- ECUACION DE CONTINUIDAD

Estudiaremos la ecuacion de continuidad, la que se obtiene del Principio de la
Conservacion de la Masa aplicada al escurrimiento de fluidos.

En efecto, considerando un volumen arbitrario fijo en el espacio e inmerso en un medio

continuo en movimiento que lo ocupa, es evidente que el balance entre la masa entrante y
saliente del mismo en un instante dado, méas la variacion de la masa en su interior y en el
tiempo, cuando éste tiende a cero, da inexorablemente una masa resultante nula, puesto que
ésta no puede crearse ni desaparecer.
1 Para obtener la ecuacion buscada,
se impone como volumen de control el
Z cubo de lados diferenciales dx, dy, dz, es
decir el punto material (ver Figura 9).

y U+ Su/Sx dx _ ,E_I principio enunciado s? resume
- N simbolica y escuetamente como:
dz (ms—me) +Am; =0
dy
dx En la expresion anterior m

simboliza la masa y los subindices
indican, "saliente, "entrante"” e "interior".

v

Figura 9

Obviamente el simbolo A implica la "variacion” de la masa. Para las tres coordenadas
del espacio cartesiano desarrollaremos el paréntesis que implica el "balance total de masa en
un instante dado".

La masa entrante segun el eje x resulta de multiplicar el "caudal de masa" segun X por

dt, en efecto:
dq,, = p dg=pudxdydt= mg,

La masa saliente resulta:

0
Mgy =My +a_x(mex)dx
: 0
Es decir: pudxdydt + a(pu dx dy dt )dx
X

14
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El balance o diferencia entre masa saliente y masa entrante resulta:

0
Mg — Mgy :&(pudydzdt)dx

Extrapolando el mismo procedimiento a los ejes y, z, se tiene:

m pvdzdxdt)dy

0
sy_meyzg(

0
Mg — Mg, = E(pwdxdydt)dz

Por lo que, el balance total en un instante dado, es decir la diferencia (ms - me) sera:

Mg —Mg = d (pudydzdt)dx + %(pvdxdzdt)dy + %(pmdxdydt)dz

ox

Para evaluar la variacion de la masa en el tiempo, se tiene que:

0
Am; = {pdxdydz o [ pdxdydz]dt} — pdxdydz
por lo que:

Am; = %(pdxdydz)dt

Sumando ahora e igualando a 0, con el proposito de obtener la ecuacion resultante del
principio de la conservacion de la masa aplicada al volumen elemental de lados dx, dy, dz, y
eliminando ademas los diferenciales comunes, se tiene:

0 0 0
a—X(PU) +@(DV) +§(Pw) +—=0

La que escrita en notacion vectorial resulta:

: 0
dIV(pV)+a—‘t):0

Si se considera p=cte. en el espacio y el tiempo, la anterior se reduce a:

divV—a—u+a—V+%—O
S ox oy oz

Que es la ecuacion de continuidad para la masa especifica considerada como constante,
es decir que implica una **Condicion de Incompresibilidad™.

15
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4- CONDICION DE IRROTACIONALIDAD

Si se impone la condicion de rotor nulo, resulta:

o=—=rotV =0

N

la que en coordenadas cartesianas resulta:

(oxi+(oyj+mzk:O

Para lo que obviamente las tres componentes de la rotacion deben ser idénticamente
nulas.

Para obtener las componentes cartesianas del vector rotor del campo de velocidades,
recurrimos al uso del determinante simbdlico que se presenta en la ecuacion que sigue, cuyas
propiedades fueron estudiadas en los cursos previos de Mecanica Racional.

i ]k
o-srotv = 2 2
=2 |lox oy oz
u v o

Desarrollando el determinante siguiendo la regla de Zarrus se obtienen las coordenadas
cartesianas buscadas del vector rotacion:

—_1(6_0» a_vj;+1(a_u a_w)-g(@ a_ujg
©=2\ey az) T 2laz T ax ) T alax Ty

Al considerar nulo al vector rotor del campo de velocidades, también resulta nulo el
vector rotacion, para lo que deben anularse sus componentes cartesianas. Consecuentemente
resultan iguales las derivadas cruzadas:

16
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5- RED DE ESCURRIMIENTO
5.1- EQUIPOTENCIALES

Se considera un movimiento permanente o estacionario, es decir con una configuracion
de lineas de corriente 0 lo que es lo mismo, un campo de velocidades, que se mantiene
idéntico en el tiempo. Ademas se le impone la condicion de irrotacionalidad analizada
precedentemente y que lleva a la igualdad de las derivadas cruzadas.

En ese caso puede plantearse la existencia de una determinada funcion del espacio ¢, tal
que su gradiente resulte ser el vector campo de velocidades. En simbolos:

V= gradq):@wg(bj a—(l)

Pero como a su vez el campo de velocidades es por definicion:

V=ui+Vj+ok

Resulta que:

. . — 1 -
Es decir que se cumple la condicion: o=0= > rotVv

Si ademéas se impone ahora la condicién de fluido incompresible, es decir que
divV = 0, resulta:

TN i i N S N
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Es decir que la funcion ¢ que anula su laplaciana, cumplimenta la propiedad de
constituir la "Funcion Potencial de Velocidades", de la que deriva el campo correspondiente a
un medio continuo en movimiento permanente e irrotacional de un fluido incompresible.

Se obtiene asi el fundamento de un modelo matemético de gran utilidad en la
determinacion de los campos de velocidades denominado "Red de Escurrimiento™.

Las superficies equipotenciales seran representadas por valores constantes de las
funciones ¢(x; y; z). El diferencial total exacto de la misma es:

PPl
d¢_8xdx+aydy+8zdz_ udx + vdy + wdz

En notacién vectorial:

dp=grad ¢ di=V dI
d = |grad ¢||d1| cos(grad ¢;di)=V dI cos(V;dI)

Obviamente para cada superficie equipotencial se cumple que d¢=0 por lo que ¢ resulta
un valor constante, de lo que se deduce que cos(V;dI) debe ser necesariamente nula, por lo

que el angulo entre Vydl es de 90 grados, es decir que el gradiente de ¢, o lo que es lo
mismo el vector velocidad, es perpendicular a las superficies equipotenciales. Si se tiene en
cuenta que por definicion de linea de corriente, ésta es la "envolvente de los vectores
velocidad”, resulta evidente que las mismas resultardn ortogonales a las superficies
equipotenciales.

La ecuacion diferencial de las mismas resulta al ser d¢ nulo:

udx + vdy + wdz=0

5.2- ESCURRIMIENTOS BIDIMENSIONALES

5.2.1- Conceptos Generales

Si se supone que un escurrimiento se desarrolla de manera tal que el campo de
velocidades (0 lo que es lo mismo la configuracion de lineas de corriente) se mantiene
idéntico en los planos paralelos, es decir que no existe variacion del campo de velocidades
segun el eje perpendicular a los planos considerados, en ese caso el escurrimiento puede ser
considerado "Bidimensional”.

En ese caso el estudio para un plano implica el estudio para todos los planos paralelos,
obteniéndose asi un modelo de aplicacion de gran interés practico para el estudio de las redes
de escurrimiento.

18
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El modelo que se va configurando es un modelo matemético basado en un
escurrimiento permanente o estacionario de un fluido incompresible en movimiento
irrotacional y bidimensional. A pesar de todas las restricciones apuntadas, el mismo sera de
gran utilidad en muchas aplicaciones de la técnica y en especial para el escurrimiento en los
medios permeables.

En escurrimiento bidimensional las condiciones estan obviamente dadas por:
u=u(x;y); v=v(x;y); ®=0
Es decir que u y v no dependen de z y los vectores velocidad (por ende las lineas de
corriente que por definicion son sus envolventes) se encuentran en un plano. Ademas, para los
distintos planos paralelos las condiciones son idénticas para iguales pares de valores x-y.
El caudal bidimensional se obtiene de reemplazar el concepto de "seccién" por el de
"longitud del elemento considerado”, teniendo en cuenta que éste puede ser tenido en cuenta

como la "superficie por unidad de profundidad o ancho".

Si se recuerda la definicion de caudal (ver Figura 10), para su adaptacion al "Caudal
Bidimensional™, se tienen las expresiones que siguen:

Q=[V dQ=[ Vdi=[V cos(V;n)dI=[ v, dI

Figura 10
Componentes del caudal bidimensional
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En efecto, si se recuerda que el producto escalar considerado implica el producto de la
componente del vector velocidad sobre la direccion normal al elemento de superficie, al
cambiar ésta por elementos de arco, se obtiene la segunda parte de la expresion precedente.

5.2.2- Lineas Equipotenciales en Dos Dimensiones

Las ecuaciones precedentes, reducidas a dos dimensiones, es decir al plano y, x
resultan:

V=ui+vj= grad

ouy o _9b 9
J O’U_ax’v_ay’

rotV—[@
\ox oy)

En resumen, las expresiones fundamentales para las curvas equipotenciales que resultan
al considerar el escurrimiento unidimensional son las siguientes:

_9¢

o=0(x,y); V=grad¢ .. " ox
v ¢

oy

Se cumple que rotV=0, puesto que sus componentes son:

— OV ou 000 0o 0% 0%
rOtZV=———:—7_77:7_ :O
OX 0y OXoy Ooyox oOxoy oOyox

d¢:@dx+@dy:udx+vdy ; side=0;
OX oy

udx +vdy =0

La ultima es la ecuacion diferencial de la familia de lineas equipotenciales.

Si la masa especifica p es constante, es decir fluido incompresible, la condicion que
implica es:

2 2
divw=0- Y Y _o . 9% +56¢:V2¢:82+6(l)
OX oy OX OX 0y oy ox® oy

En la Figura 11 se destaca, para el caso de un escurrimiento bidimensional, como las
lineas de corriente, envolventes de los vectores velocidad por definicidn, resultan
necesariamente ortogonales a las lineas equipotenciales, cumplimentando lo expuesto
precedentemente.

=0
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Figura 11

En efecto, de la figura se desprende que, para la tangente en el punto de aplicacién del
vector velocidad se cumple que:

tgo, =-1tg (180°—ocl)=jy
X

(Se recuerda de la trigonometria que tg (180%ay) = - tg o)
De la ecuacion diferencial se obtiene:

dy__u__ 1

dx v viu

Por otra parte, del dibujo se obtiene que:

Vv
tgaz :a
Por lo que: tga, tgazz—ixz—l
viuu

Que es la condicién de ortogonalidad, con lo que se prueba, al ser por definicion la linea
de corriente envolvente de los vectores velocidad, que éstas resultan perpendiculares a las

equipotenciales.
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5.3- LINEAS DE CORRIENTE (FUNCION DE STOKES)

Se propone la existencia de una funcion W(x, y), tal que:

o¥_ v
ox oy

Con lo que:

oY
d¥Y=—dx+ —d vdx—-ud
ox oy y= y

Para W=cte., resulta:
d¥ =—udy+vdx=0

De la anterior surge:

dy v
L=t
dx u 9%

Por lo que, al ser oy el angulo que forma el vector campo V' con respecto a x, la
anterior representa la ecuacion diferencial de las lineas de corriente. En consecuencia, cada
linea de corriente queda identificada por un valor constante de la funcion .

Si a la funcion W se le aplica la condicion de incompresibilidad, se prueba que verifica.
En efecto:

divy_godU, V_ 9 oY 0aP_

oX oYy 8x8y ayax

Si se aplica la condicion de irrotacionalidad, se tiene que:

2
or,y=_ N _0¥ 0 o) TV OV _guy_g

OX 0y OXox oy oy oxX oy

Se aplica la ecuacion de continuidad en el recinto MNR, teniendo en cuenta que el

concepto de infinitésimo nos permite considerar V aplicado en el punto medio de dn sin
mayor error (por lo tanto, aplicado en el punto R’ de la Figura 12).

Ademas, por convencién, se adoptan como positivos los caudales entrantes para una
circulacién dextrogira, considerando para la misma, los signos que surjan para los lados
diferenciales y para las componentes de velocidad.
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v

Figura 12
En nuestro caso, se tiene:

+V dn= (+V) (+dx) + (u) (-dy)
S Vdn=vdx—-udy

Recordando el concepto de caudal bidimensional, la expresion anterior evidentemente
lo representa, por lo que:

vdx—udy=Vdn=dq

Como dn se desarrolla entre dos lineas de corriente y es ortogonal a las mismas, Vdn
representa también d¥, por lo que finalmente:

vdx—-udy=Vdn=dq=d¥

Recordando las funciones ¢ y v, ambas quedan vinculadas por las definiciones:

L0 _ov 00 oy
Sox oy oy ox

Las expresiones anteriores implican que las familias de curvas dadas para valores
constantes de ¢ y w, se cortan ortogonalmente, lo que por otra parte fue probado en un
comienzo, cuando se demostrd la ortogonalidad entre las equipotenciales y los vectores
velocidad, de los que la linea de corriente es por definicién, su envolvente.
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La condicién anterior expresa también que el gradd, que es la velocidad V, debe ser
perpendicular al grady y que sus mddulos son iguales. Por otra parte también puede
interpretarse que grad¢ es tangente a las lineas de corriente, mientras que grady, lo es a las
equipotenciales.

Considerando un eje tangente a las lineas de corriente |, y otro perpendicular n,
consecuentemente tangente a las equipotenciales, se tiene que:

@:V:ai’ o bien gradp=grady|
ol on
oL} oy
ue —=0=-—"
Y4 on ol
Cuando se representan ty

graficamente las lineas de
corriente, se adopta entre unas y
otras un incremento constante
Avy de la funcion de corriente. Si
se considera la separacion entre
lineas de corriente An, la
velocidad media del
escurrimiento entre ambas es:

v -4V
An

Consecuentemente, la
separacion entre las lineas es
inversamente proporcional a la X
velocidad media de referencia.

v

Figura 13

Las funciones @y W, asi definidas son “armonicas conjugadas”, lo que implica que
conocida una, es inmediata la determinacion de la otra. Ademas, ambas satisfacen o
constituyen funciones potenciales del vector velocidad V, resultando un campo “conjugado”
del otro.
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6- PROPIEDADES DE LA RED DE ESCURRIMIENTO

En resumen, se tiene que los diferenciales totales exactos de las funciones @ y v
cumplen con las siguientes expresiones:

d =gradedi=gradg|, dI=Vdi
dy=grady dn=grady| dn = Vdn

Pasando de los diferenciales a los incrementos finitos y dividiendo miembro a miembro,
se tiene:

Ap Al

Ay An

Si se adoptan valores constantes para A® y AW su cociente también resulta constante e
igual al cociente entre Al y An.

Por lo que los cuadrilateros curvilineos mantendran la misma relacion entre largo y
ancho. Si ademas se consideran iguales A® y AW resultan iguales Al y An.

De lo expuesto surge que los cuadrilateros curvilineos son de lados iguales y tienden a
ser cuadrados cuando A®, AW, Al y An tienden a anularse, es decir para valores pequefios.

Se recuerda que:

Ay =V An
pero también:

Z N
Agq=V An 4

Al ser Aq el caudal bidimensional resulta
que:

AY = Aq

Es decir que entre cada par de lineas de
corriente pasa una parte del caudal, Aq. En las
figuras que siguen se ilustran convenientemente
todos los conceptos vertidos precedentemente.

Figura 14
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/s G

‘Y=5/5

Y=4/5
Y=3/5
Y=2/5
Y=1/5
=0
/
Punto de
a) Division del Caudal en “n” tubos de b) Red en un Orificio; I.d.c. no definidas
Corriente. por el Contorno.

Aq=V,.An, =V, .An,

A
B\VAS le—:l LSS S
? Punto de
¢) Uso de la Ecuacién de Continuidad d) Red en un Vertedero; 1° |.d.c. no definida
Figura 15

Redes de Escurrimiento

En la Figura 15a) puede observarse un escurrimiento bidimensional encauzado entre dos
contornos impermeables que por ese hecho constituyen las lineas de corriente condicion de
frontera del problema. Es factible establecer entre ellas un nimero arbitrario de lineas de
corriente, que cuanto mayor sea, mayor serd el afinamiento con que se encara el planteo del
escurrimiento. Obviamente, el nimero de tubos de corriente es igual a n-1, siendo n el nimero
de lineas de corriente adoptado.
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Notese que el trazado de las lineas de corriente, tal como ya se adelantara, brinda una
imagen cualitativa del escurrimiento, la que podra transformarse en cuantitativa cuando se
complete el trazado de la red con las correspondientes equipotenciales, e incluso se le puedan
aplicar conclusiones de la dindAmica, que mas adelante se elaboraran.

En el caso de la Figura 15a) se han considerado 6 lineas de corriente vy
consecuentemente 5 tubos de corriente, por cada uno de los cuales pasa, obviamente 1/5 del
caudal total. En el esquema se ha indicado el caudal que pasa entre dos tubos de corriente
contiguos, el que evidentemente es 2/5 del total.

En la Figura 15b) se analiza el caso de un escurrimiento bidimensional entre dos
contornos (lineas de corriente condicién de borde o frontera) convergentes. Se consideran 7
lineas de corriente y consecuentemente 6 tubos de corriente y se ha completado el trazado con
las correspondientes equipotenciales. Esta figura sirve para mostrar muy claramente el
objetivo principal de la red, que es el conocimiento del campo de velocidades en todo el
escurrimiento. Como puede observarse, del conocimiento de la velocidad media entre dos
lineas de corriente (tubo de corriente), en base a la geometria de la red puede determinarse la
velocidad en otro sector del mismo tubo. En efecto, por continuidad:

Aq=V,An, =V, An,

An,

VeV

2

Evidentemente, cuando mas pequefia sea la malla de cuadrangulos, méas parecida sera la
velocidad media a la velocidad en el punto y por lo tanto mas precisa la red.

En general se busca que el origen de la misma provenga de un sector de escurrimiento
uniforme, en el que es facilmente determinable la velocidad media en cada tubo de corriente y
a lo largo de una equipotencial. Si, como en el caso de la figura, tiende a un sector también
uniforme el trazado "cualitativo” se simplifica notablemente.

Notese que al pasar por cada tubo de corriente una fraccion del caudal total, que es la
misma en todos y cada uno de ellos, la ecuacion de continuidad puede ser extrapolable a
tubos de corriente distintos. En efecto:

Ag=V; An;=V3An,

Ang
Vl = V3 Anl

Las Figuras 15c) y d) representan redes de escurrimiento de "salida por orificio™ y
"vertedero", estructuras de gran aplicacién en la Hidraulica Aplicada, y que tienen en comun

que las lineas de corriente "condicion de borde", no coinciden con fronteras fijas,
inamovibles y evidentes del escurrimiento. Esta circunstancia se encuentra reiteradamente en
la problematica de las redes de escurrimiento en los medios permeables. En un caso u otro la
determinacion de las nombradas condiciones de borde merece un tratamiento especial.
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7- APLICACION DE LA RED DE ESCURRIMIENTO A LOS MEDIOS
PERMEABLES

7.1- LALEY DE DARCY

En la Figura 16 se esquematiza un permeametro, es decir un dispositivo donde se coloca
una muestra del suelo a ensayar y en el que se provoca un escurrimiento de agua en su
interior, el que obviamente estd acotado en funcién de la relacion de espacios vacios de la
muestra y de las diferencias de nivel provocadas por la misma. Notese que el aparato permite
evacuar los excedentes de caudal aguas arriba de la muestra.

PLANO DE COMPARACION

Tela metalica -
e Tela metalica

Figura 16

De la experiencia esquematizada surge que la velocidad de pasaje del agua por el medio
poroso resulta proporcional al "gradiente unitario de energia j*", definido como:

'—A—h ueenelll’mitees'—@
= A =

Es evidente que si el espesor de la muestra del esquema resultara variable en forma
continua, el valor de j seria variable de punto a punto, puesto que la curva no seria ahora una
recta. En ese caso se tiene un sentido fisico mas evidente del concepto de gradiente en la
direccion del escurrimiento, al ser interpretado como la variacion del valor h (o “carga
hidraulica”) con el recorrido.

La constante de proporcionalidad que convierte en una igualdad a la relacion entre la
velocidad y el gradiente unitario de energia se define como "Coeficiente de permeabilidad K"
del suelo de la muestra, el que constituye una propiedad intrinseca del mismo. La expresion
conocida como “ley de Darcy” queda:

v=kd
dl
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En la que el signo negativo expresa un valor positivo de V en funcion de un
crecimiento de la “carga h” con el recorrido.

Extendiendo la ley a un medio tridimensional, isétropo y homogéneo, (por lo que k
resulta idéntico en todas las direcciones) se tiene:

V=ui+vi+ok y k=k, =k, =k,

Por otra parte, la ley de Darcy en las direcciones de los ejes indica que:

:—k @ :_k @’ (D:—kz@
“OX Yoy 0z
por lo que
—k@ —k@j—k@k =—grad kh
OX oy 0z

Recordando que el fundamento de la red de escurrimiento es que:

V=grad ¢
-.grad ¢= — k.grad h
dedonde ¢ =kh+cte

Se deduce que en un medio permeable tridimensional, is6tropo y homogéneo, el
producto kh es la funcion potencial de la que deriva el campo de velocidades
convenientemente representado por la red de escurrimiento.

Notese que esta sencilla deduccion, es el argumento que posibilita el uso de las redes
de escurrimiento en los medios permeables, las que se convierten asi, en una herramienta
sumamente valiosa y de importantes aplicaciones practicas.

7.2- LAECUACION DE CONTINUIDAD Y LA LEY DE DARCY

Al reemplazar en la ecuacion de continuidad el valor de las componentes de velocidad
dadas por Darcy, se tiene:

( 2 2 2h )
dlvV—a—u+ﬂ+6—m——Lk ah+k 8h+k %J
oX oy oz ox? Yo%y 0z

para medios isotropos se cumple vZh=0

Es decir que:
o%h 62h o*h _

v2h= +
ox? ay2 oz?
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7.3- LA RED DE ESCURRIMIENTO EN LOS MEDIOS ANISOTROPOS

Al enfrentarse con el hecho de que los suelos en la realidad y en la mayoria de los casos
no son homogéneos ni isétropos, pareceria que todo lo expuesto perderia validez en la
practica, dado que es posible encontrarse con medios permeables que tienen permeabilidades
distintas segun el sentido de los tres ejes coordenados.

En ese caso la ecuacion de continuidad combinada con la de Darcy, lleva obviamente a
que:
8°h 8%h 8°h
kx@x_2+ ky8y_2+ kza? =0

La realidad permite trabajar en dos dimensiones por que lo comun es que la
permeabilidad pueda ser considerada constante en el sentido de la profundidad, por lo que en
la préctica se tienen, en general, dos permeabilidades distintas segin los ejes vertical y
horizontal.

Afortunadamente se dispone de la "Teoria de la Seccion Transformada™, la que permite
utilizar la red de escurrimiento bidimensional para un medio homogéneo e isétropo, en otro
que no lo es. En esencia la teoria de referencia constituye un artificio de célculo basado en
una relativamente simple transformacién de coordenadas, la que modifica las dimensiones de
la zona del escurrimiento en estudio, de manera tal que sobre las nuevas dimensiones halladas
pueda aplicarse la red obtenida para un medio de idéntica permeabilidad segin todas las
direcciones.

Si se supone un dominio en el campo bidimensional x-y, caracterizado por un medio
permeable en que kx es distinta de ky y se propone el cambio de coordenadas que sigue:

0.5
/| X
Y1 Y
Reemplazando en la expresion de la laplaciana de h nula, aplicada a escurrimiento

bidimensional y dividiendo por ky, se obtiene:

ke 8°h  &°h
Ky o T oy? 0
y y

Por otra parte, se tiene que:

(k. ?
oh_ohdy kel on dy
oy oy dy kaJ oy’ dy

05
ah (k| on
oy k) o
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En consecuencia, derivando nuevamente se obtiene:

*h  k, &°h

o ky oy
Reemplazando en la primera:
2
Ky 0 h+kx 0°h L
ky ox? Ky oy'?

o%h 8h
8x2 ay

. V2h= =0

Evidentemente, este resultado indica que la ecuacion obtenida para el medio isétropo es
valida para el medio anisétropo, siempre que la escala vertical del dibujo sea transformada

segun la expresion previa, que posibilita reemplazar y por y’.
Por otra parte, se recuerda que el caudal elemental cumple con:
dg=dy=vdx—udy

Si se reemplazan por las componentes de la velocidad en funcion de la ecuacion de
Darcy, se tiene:

oh oh
dg=-k, _—dy-k, ——dx
q * ox y ' oy

si k=ky=ky , y se multiplica por -1

oh . oh
dq = k(dy+dj
oy

Si se considera ahora la transformacion apuntada, es decir dy’ en funcion de dy, se tiene

que:
05 05
dy’:(k—x\ dy .. dy:(k—yj dy’
ky Ky
Por lo tanto:
05 05
oh(ky \° oh(k, )
dg=k, a(kxj dy’ + k ayLkJ dx
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Operando se llega facilmente a que:

@
OX

oh
dg=/kyky dy'+ay, de

La anterior permite calcular caudales, teniendo en cuenta la figura representada por las
coordenadas verticales y* en lugar de las originales y, considerando ahora una permeabilidad

que es la raiz cuadrada del producto de las permeabilidades kx y ky (el valor medio
geométrico de las permeabilidades segun los ejes). Es decir que debe tomarse:
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8- BREVE REFERENCIA A LAS METODOLOGIAS DE TRAZADO DE LA RED

Nos referiremos a continuacién a los métodos mas usuales para el trazado de la red de
escurrimiento, que son:

a) El método gréfico

b) EI método analdgico

c) ElI método de los "Potenciales Simples"
d) EI método de integracién numérica

8-1- METODO GRAFICO

También conocido como de "lapiz y goma", es el que desarrollaremos con relativa
amplitud puesto que implica un conocimiento profundo e intuitivo de la red.

Consiste en la construccion de una red mediante aproximaciones sucesivas de
cuadrados y partiendo de las condiciones de borde del problema, las que generalmente
coinciden con bordes sélidos e impermeables del escurrimiento. De hecho constituyen las
lineas de corriente limites.

A pesar de las inseguridades y errores debidos al factor personal, usualmente se
obtienen modelos con sorprendente concordancia entre distintos operadores, e incluso con los
desarrollados con metodologias “exactas".

Los pasos recomendados a seguir son los siguientes:

a) Decisién del nimero n de lineas de corriente (implica n-1 tubos de flujo) en
funcién de la precision deseada.

b) Posteriormente pueden agregarse lineas en las zonas en que se desea conocer
con mas detalle el escurrimiento en estudio.

c) Las lineas de corriente empiezan a dibujarse en zonas donde la distribucion de
velocidades es evidente. Si se parte y/o llega a zonas de escurrimiento
uniforme tanto mejor. Las zonas de escurrimiento puramente radial también
son de facil trazado. Conviene comenzar el mismo en zonas alejadas de los
cambios de alineacion de los bordes.

d) Se eshozan las otras partes del trazado con curvas suaves de union con las
trazadas en las partes simples originales.

e) La separacion entre lineas de corriente debe decrecer cuando disminuye el
radio de curvatura.
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f) Se dibujan las equipotenciales teniendo en cuenta que deben ser en todo
momento perpendicular a las lineas de corriente y deben tender a formar con
ellas una malla de cuadrados. Esto implica ajustar las lineas de corriente ya
trazadas y a su vez las equipotenciales, llegando finalmente y por
aproximaciones sucesivas al trazado definitivo.

g) Como regla de verificacion se indica que las diagonales de los cuadrangulos
deben resultar también perpendiculares entre si.

h) En los denominados puntos de estancamiento o de velocidad nula, dada la
imposibilidad de separar infinitamente las lineas de corriente, pueden obtenerse
figuras de cinco lados, en lugar de cuadrilateros. En estas regiones con puntos
de estancamiento, es siempre recomendable comenzar con el trazado de las
equipotenciales.

i) Deberd ser tenida en cuenta la ecuacion de continuidad, pues en los
estrechamientos, al reducirse los tubos de corriente, las velocidades
necesariamente aumentan en forma proporcional. Justamente la situacién
inversa se da en el caso de separaciones. El tamafio de los cuadrangulos esta
consecuentemente condicionado a la ecuacion de referencia al tener que
considerarse que An debe ser igual a Al.

j) Se reitera que la relacion entre el ancho y el largo de todos los cuadrangulos que
componen la red debe ser la misma, es decir que todos ellos deben ser
semejantes.

k) En general es suficiente trazar la red con cinco tubos de flujo. El uso de méas
dificulta el trazado y desvia la atencion de los aspectos fundamentales.

8-2- METODOS ANALOGICOS

La complejidad matematica de la inmensa mayoria de los problemas a abordar, lleva a
considerarlos en relacion con otros de solucion sencilla, aunque de naturaleza fisica distinta,
pero de similar formulacion matematica.

Como la solucion matematica de ambos problemas fisicos es idéntica, la misma sirve
indistintamente para encarar la solucién de uno u otro.

Un razonamiento como el precedente se conoce como "Analogia" y los fendmenos
resultan entonces "analogos™ a pesar de ser fisicamente distintos. El dispositivo que permite la
solucién se denomina "Modelo Analdgico". La caracteristica comun de los mismos es que las
magnitudes que se determinan son siempre fisicas, por lo que la precision de los resultados
esta limitada por:

a) La validez de la analogia planteada
b) La precision de las magnitudes fisicas sobre el modelo analdgico.
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En particular interesa a nuestros propdsitos, el andlisis de los problemas analogos
relacionados con los denominados campos solenoidales, es decir aquellos regidos por la
condicién que su funcién potencial anule su laplaciana. Incluso se acota el estudio al plano, es
decir a dos dimensiones.

El més interesante modelo analdgico para la resolucion de redes de escurrimiento es el
de la analogia eléctrica, el que se basa en la igualdad de planteo matemético entre un
escurrimiento permanente, bidimensional e irrotacional de un fluido incompresible (tal como
el estudiado hasta el presente) y la circulacion de corriente eléctrica en un conductor
homogéneo también bidimensional. Lo atractivo de este modelo es la relativa facilidad con
que se pueden determinar lineas equipotenciales en un campo eléctrico, por medio del
instrumental adecuado.

Al establecer la igualdad entre los potenciales eléctricos e hidraulicos, se
corresponderdn también las lineas de corriente homologas. Las lineas de corriente que se
obtengan se corresponderan con las equipotenciales hidraulicas, es el caso de la "Analogia
Directa". Pero también pueden hacerse corresponder potenciales eléctricos con lineas de
corriente hidraulicas y consecuentemente equipotenciales hidraulicas con lineas de corriente
eléctricas, lo que da lugar a la "Analogia Conjugada”.

Fuente de energia

/ (bateria)

E— I A

Tension usuol del
orcden de 1 a 24 V.
Ri Re
Q o}
Figura 17

En el esquema de la Figura 17 se ilustran los conceptos vertidos. Se representa un
conductor homogéneo (rectangular y de pequefio espesor) vinculado a dos electrodos a muy
gruesos de modo que pueda considerarse nula la caida de tension a lo largo de los mismos. Si
se aplica entre ellos una tension dada, se establecerd un campo eléctrico de caracteristicas
bidimensionales, regido por la misma ley, que la del campo hidraulico buscado.
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Por medio del dispositivo de la figura, pueden ser encontradas las equipotenciales
eléctricas explorando en el conductor, hasta conseguir que el galvanémetro no indique el
pasaje de corriente, al no existir caida de tensién. En ese caso, la punta exploradora se
encuentra en un punto cuyo potencial esta con respecto al de los electrodos a, en la misma
relacion que la resistencia parcial R1 esta con respecto a la total R.

Si por ejemplo se divide a la resistencia total en 10 partes, es factible obtener 9
equipotenciales intermedias entre los electrodos.

En la practica el conductor homogéneo debe tener la forma del modelo hidraulico a
estudiar. Puede ser solido o liquido. En el primer caso tenemos: el papel conductor, el yeso
himedo y los plasticos con grafito adicionado para darle propiedades conductoras de la
electricidad. En el caso de conductor liquido, el agua salinificada en una cuba con las formas
adecuadas al modelo en estudio, es el que se usa casi exclusivamente. En este caso se
materializan los electrodos de cobre lo suficientemente anchos como para que no se tengan
caidas de potencial eléctrico significativas.

En la Figura 18a) y b) se esquematizan las instalaciones para la determinacion de las
equipotenciales en una forma como la representada. En un caso se tiene la analogia directa y
en el otro la conjugada. Notese que al realizar ambas se obtiene la red de corriente eléctrica
completa, y que por tener idéntica solucion matematica que la del problema hidraulico,
también es la red de escurrimiento completa.

(@) O (@) O
0 24 0
A VA VA VA VAN

aislant @ = cte.
(e)

medio

24

©

aislant aislante
|

@ = cte. aislant ® = cte.

conductor

Figura 18.a Figura 18.b
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8.3- METODO DE LOS POTENCIALES SIMPLES

Del mismo se hard una descripcion muy breve puesto que es un tema que se presta
notablemente a los desarrollos matematicos laboriosos, y no es una metodologia de aplicacion
practica en los medios permeables, objetivo central del presente trabajo.

Es de destacar que en los métodos precedentes no se han calculado expresamente las
funciones ¢ y y (potenciales de las equipotenciales y lineas de corriente, respectivamente)
calculo sumamente complejo y las mas de las veces imposible de realizar. Justamente la
ventaja de ambos métodos es la de obviar la nombrada dificultad.

El método que nos ocupa, en esencia calcula los valores de ambas funciones, pero para
los escurrimientos simples, tales como: Uniforme, Fuente, Sumidero y Torbellino Potencial
(ver Figura 19), los que al componerse dan lugar a nuevos modelos, como: "Escurrimiento de
fuente a sumidero”, "Vortice combinado de Rankine", etc.

El concepto fundamental es que la suma algebraica de escurrimientos potenciales, 0 mas
propiamente de las funciones ¢ y v, resulta también una funcion potencial. Por lo tanto
pueden ser obtenidos modelos similares a los de la practica, adoptando la composicion de los
escurrimientos potenciales simples.

Esta metodologia ha encontrado aplicacion en los disefios teéricos de perfiles alares,
pilas de puentes y numerosas aplicaciones relacionadas con las formas convenientes para las
estructuras sometidas al escurrimiento de fluidos.

RUE FRVAR R VR O

P

dr 1
P
Da
p=cte
v=Ccte
\/
(a)

ESCURRIMIENTO UNIFORME

37



FUNDAMENTOS DE LA RED DE ESCURRIMIENTO
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¢ = cte ¢ ? cte
LH = cte \‘1/ = cte
(b) (©)
ESCURRIMIENTO FUENTE ESCURRIMIENTO TORBELLINO
(o SUMIDERO) POTENCIAL
Figura 19

En la Figura 20, y solo a titulo informativo, se muestra como la composicion del
escurrimiento a través de un cilindro (se obtiene como suma de dos modelos de escurrimiento
basicos) sumado a un "torbellino potencial”, da lugar a la red resultante, en las que se
concentran las lineas de corriente en la parte superior, y se separan en la inferior. Ello implica
mayores velocidades por encima que por debajo y consecuentemente menores presiones
encima por debajo. Esto no solo permite demostrar y calcular la existencia de una fuerza de
sustentacion, sino que ademas es el fundamento de una metodologia de disefio de formas
fluidodinamicas con herramientas puramente tedricas y a pesar de ello, sumamente precisas.

J7 — A
— —

— —

\7777ﬁ v
e - e ]
Movimiento Uniforme Torbellino Superposicién
perturbado por un cilindro Potencial
Figura 20

Composicion de Movimientos Potenciales Simples
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8.4- REFERENCIA AL METODO DE INTEGRACION NUMERICA

Es el utilizado en todos los programas utilitarios y se fundamenta en el "Método de
Relajacion”, ampliamente tratado en la bibliografia especializada.

Se trata de la resolucién de la ecuacion de Laplace, por ecuaciones en diferencias finitas
y constituye un método de “integracion numeérica”.

Permite obtener cualquier grado deseado de aproximacion y los fundamentos del
mismo, por ser del resorte del calculo numérico y no corresponder entonces a los objetivos de
la parte central del presente trabajo no se desarrollan en el mismo.
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9- CALCULOS ENERGETICOS CON LA RED DE ESCURRIMIENTO

9.1- BREVE REFERENCIA CONCEPTUAL A LA ECUACION GENERAL DE
NAVIER-STOKES

Si se considera la ecuacion general del movimiento de los fluidos de Navier y Stokes, se
recuerda que el equilibrio dinamico de una particula fluida en su movimiento mas general a lo
largo de la trayectoria, y condicionada por el medio continuo de la que forma parte, esta dado
por:

= 1 = oV T V?
F—-~gradp—vV?V = e +rotVAV +gra d7
P

En la que F es la "Fuerza por unidad de masa” y el segundo miembro de la igualdad es
el vector aceleracion expresado en funcién de la impermanencia en el tiempo, la
rotacionalidad del movimiento y la variacion del vector velocidad en el espacio recorrido, es
decir la "Conveccion™ del movimiento.

La anterior es una compleja ecuacion diferencial que analiza, a nivel microscopico, el
movimiento de la particula fluida. Evidentemente éste esta intimamente relacionado con la
interaccion entre las particulas contiguas del medio continuo que integran.

La Figura 21 permite la interpretacion fisica del equilibrio dinamico de referencia.

Grad (V%2)

N\

Figura 21
Equilibrio Dindmico de la Particula Fluida Real

Si se considera movimiento permanente, es decir estacionario y ademas irrotacional, la
anterior se simplifica quedando:

2

If—lgradp +vV?*V=gra d\;
P

La que tiene como coordenadas cartesianas las expresiones:

40



FUNDAMENTOS DE LA RED DE ESCURRIMIENTO

_15I°+szu:5(\/2j

p OX ox\ 2
2

p Oy oy\ 2
10D, ey, (V]
p 0z 0z\ 2

Las que dimensionalmente son "Fuerzas por unidad de masa", F/M.

Si se tiene en cuenta que en el campo gravifico terrestre X=Y=0 y ademas Z= -g, y que
por otra parte el producto escalar del gradiente por el vector desplazamiento da como
resultado la diferencial total exacta de la funcién involucrada, se tiene que:

grad p.di=dp
(v2) (v2)

gradLV?J.dT:dL7J

Por lo que, efectuando, los reemplazos se obtiene la expresién diferencial:

—gdz—d?p + VW2V = d(V?ZJ

La dimension es, evidentemente, "Fuerza por unidad de masa", F/M.
Si de divide por g, se multiplica por -1y se agrupa convenientemente, se obtiene:

2 2
dz +dp+d(V]_vV V=0
Y 2 g

Luego de los procesos deductivos que llevaron a la expresién anterior, la dimensién de
la misma resulta ahora "trabajo o energia por unidad de peso que escurre”, es decir FL/G, la
que dado que F y G son fuerzas queda consecuentemente medida en dimensiones lineales
(metros).

Es de destacar, que al mismo resultado se llega elaborando las expresiones a partir de
las componentes cartesianas. En efecto, al ser dl= dxi+ dy j+ dzk, el producto escalar con

las componentes cartesianas de las ecuaciones de Navier-Stokes lleva a las expresiones que
siguen:
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—l@dxwvzudx:ﬂ
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—gdz—— pdz+vV wdz=
p 0z

%‘Q) N

V2
—— |dz
2
(2
Sumando y recordando los conceptos de grad p y grad L7J y que el producto escalar

tiene lugar como producto de las componentes sobre el mismo eje, resulta nuevamente la
expresion:

d (v2)
_gdz— P4 ywRvdl = a7 |
p 2

Dividiendo por g, multiplicando por -1 y ordenando, queda:

dz+i—p+d[vzj YWV

Integrando indefinidamente la anterior a lo largo de la linea de corriente (se recuerda
que en régimen permanente se confunde con la trayectoria), se tiene:

di=0

V2V
Jv—dl = cte

9.2- INTEGRACION PARA EL CASO DEL ESCURRIMIENTO EN LOS MEDIOS
PERMEABLES

Como la integral indicada resulta imposible de ser calculada por métodos analiticos o
numericos, su valor se obtiene experimentalmente.

Para el caso que nos ocupa, que es el del escurrimiento en los medios permeables, esas
experiencias son las resefiadas brevemente en el item 7, que llevan a la expresion de Darcy.

Dado que el término de la integral con su signo negativo implica una "pérdida de
energia hidraulica del escurrimiento" frente al resto de los términos positivos, indudablemente
ese término representa la diferencia de niveles Ah, consecuentemente puede escribirse que:

Ah=— j—dl_—kOlh
g dl
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Por lo que, reemplazando en la anterior, se obtiene la expresion de Bernoulli para una
linea de corriente en un medio permeable, es decir que:

V2
z+E+—+Ah:cte
Yy 29

La ecuacién aplicada a los puntos A y B de la linea de corriente (o trayectoria ya que
ambos conceptos coinciden en el régimen permanente o estacionario) nos lleva a:

V2 Vi 2
ZA_|_p—A+—A = Zp +p_B+_B + Ah = cte
Y 29 Y 29

La expresion previa, que en realidad es una forma de expresar el principio de la
conservacion de la energia para el escurrimiento permanente de un liquido incompresible y en
un medio permeable y a lo largo de una linea de corriente, puede ser interpretada fisicamente
tal como se ilustra en la Figura 22.

En la misma puede apreciarse que los términos de la ecuacion de Bernoulli pueden ser

representados por segmentos referidos a un plano totalmente arbitrario, representativos de las
energias de posicion (z;), de presion &, de energia cinética (z_lgj y de “energia hidraulica
Y

perdida” (Ah), los que obviamente sumados son iguales en ambos puntos, indicando asi que
la energia total es la misma, pese a la variacion de las energias componentes).

i Energia Total en el punto A
2 Energia Hidraulica
VA/ZQ ] remanente en B Ah
-@ = —_——
= Vel2
=] Piezémetro 1 B/g
Paly =
= = e
— Piezometro 2 =
B B Psly
A |
= l.d.c.
ZA B
ZA
Plano de comparacion arbitrario

\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\//\/’\//\//\//\/

Figura 22
Interpretacion Fisica de la Ecuacion de Bernoulli.
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Es importante destacar que la parte de la energia indicada como Ah, se ha "perdido"
como energia hidraulica, es decir que se ha disipado como tal al vencer la resistencia que
opone el coeficiente de permeabilidad del suelo.

Por otra parte las velocidades son muy pequefias y consecuentemente, sus cuadrados
despreciables. Por lo que los términos de energia cinética no tienen sentido practico, con lo
que la expresion de uso se resume en la que sigue:

ZA+p—A= ZB+p—B+Ah

Y

Denominando con la letra h a la "altura piezométrica: z + p/y ", se obtiene finalmente la
expresion de uso practico:

hA: hB+ Ah

9.3- INTERPRETACION Y CONSECUENCIAS PRACTICAS DE LOS ANALISIS
PRECEDENTES

9.3.1- Aplicaciones de Bernoulli en la Linea de Corriente

Como Ah esta dado por la expresion experimental de Darcy y segin se ha probado, al
multiplicarlo por el coeficiente de permeabilidad k, el valor resultante es el "potencial de
velocidades” de la red de escurrimiento, estos conceptos aplicados en las figuras que siguen
permiten precisar reglas préacticas y sumamente Utiles para el uso e interpretacion de las redes
de referencia.

En la Figura 23 se aprecia un elemento de un medio permeable entre el que se ha
establecido un escurrimiento regido por la ley de Darcy, que en funcion de la permeabilidad
k, da lugar a una diferencia de nivel como la indicada. Incluso se considera la red de
escurrimiento en el referido medio poroso.

Se puede apreciar lo siguiente:

a) Entre los puntos A y B de la linea de corriente elegida, se cumple que:

0 lo que es lo mismo:

hA: hB + AhAB
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b) Al dividir Ah por el nimero de equipotenciales n adoptado, cada horizontal por Ah/n
representa el nivel del agua correspondiente a la respectiva piezométrica.

AhAB
Pely
ha
Paly
Red en medio
permeable
he
_d%l« ZB
ZA

NN S N NN O T N N N N L A NN

Plano Arbitrario de Comparacidn

Figura 23
Interpretacién de la Ecuacion de Bernoulli

c) En consecuencia entre puntos C y D, de la misma linea de corriente, se puede

escribir:
Z. +p—‘3:zD +PoiAn .
Y Y
Es decir que
h.=h +Ah_

d) La altura piezométrica h, es mayor que la correspondiente en B, es decir h .

Por esta razén el liquido escurre de izquierda a derecha, en el sentido de la
variacion negativa de h (-grad h). Se ha considerado un espesor del medio
variable, expresamente para que se aprecie el significado fisico del gradiente al no
resultar recta la variacion de h con el recorrido (que seria la condicién resultante
para el espesor del manto constante o sin variacion del mismo).

e) En el caso presente es p, >P, pero no es esa la razon del sentido del

escurrimiento, puesto que la anterior lo es. En efecto es la energia total la que fija
el sentido y no solo, la parte de ella, que implica el término de energia de presion.
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f) El agua asciende por el medio permeable siempre por ser la condicion de “altura

piezométrica" en A, mayor que la correspondiente a B.
En la Figura 24 se analiza el caso en el que el medio permeable tiene sentido

descendente.
Se ha planteado asi expresamente, para que quede en evidencia una mayor presion en B

que en A.
Ello no obstante, puede ser observado como el escurrimiento tiene lugar de izquierda a
derecha, debido a la mayor energia piezométrica en A que en B. a pesar de una presion en A

considerablemente menor que la correspondiente a B.
AhaB

Paly
Aﬁ ﬁ’\;/ e i
L
ha d)%)w ST PB/’Y
"3 ™ =< h
R I °
15
ds5 - \ D \',~
D6 =
TN B\/
ZA D7 N \j/‘
= [/
RN
) ZB
AN S NN NN NN NN N NN NN NN YN NN YN NN NN NN YNNG
Plano Arbitrario de Comparacion
Figura 24

Interpretacion de la Ecuacion de Bernoulli

El resto de los conceptos analizados en la figura anterior puede ser facilmente
extrapolados a la que se tiene en andlisis. En particular las ecuaciones de Bernoulli tendréan la

misma expresion puesto que se han nombrado igual los puntos considerados.
Es de destacar que ahora el agua desciende en el medio permeable, en el mismo sentido

del gradiente de h.
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Finalmente, es de interés analizar el caso de la Figura 25, en el que la linea de
corriente es horizontal y el espesor del medio permeable se ha considerado decreciente para
que se destaque ahora una intensificacion del gradiente de h en el sentido del escurrimiento.

En este caso son iguales las cotas piezométricas en A 'y en B, mientras que la presion es
mayor en A. Por ser la altura piezométrica en A mayor que en B el escurrimiento tiene lugar

de izquierda a derecha y escurre horizontalmente (ni asciende ni desciende) en la linea de
corriente considerada.

I H- AhaB
PA/’Y
ha PB/’Y
hs
A Do
\/ \
N B
ZA 2 L
N =g ZB
— N :
AN A N N N N N N O N NN O N N N D N AN NN N NN DN O NN

Plano Arbitrario de Comparacion
Figura 25

9.3.2- Extension de la Expresion de Bernoulli a todo el Campo del Escurrimiento

Notese que hasta el presente se ha aplicado la expresion de Bernoulli solo en la linea de

corriente, lo que surge como ldgica consecuencia de la integracion de la ecuacion general de
Navier-Stokes a lo largo de la misma.

Si pretendemos extender el concepto a un movimiento permanente bidimensional y
vertical (que es justamente cuando la red en estudio tiene mayores aplicaciones para los
medios permeables), es decir cuando pretendemos establecer relaciones entre puntos de
distintas lineas de corriente, en rigor de verdad las alturas de Bernoulli no son iguales.
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En efecto, en la Figura 26 se interpreta el hecho real en la seccion transversal de un

canal. Cada punto es la interseccion con una l.d.c. y puede observarse que para cada una de
ellas la suma de energias da valores distintos.

Notese que la altura

5 dada por la suma de términos

o V3 /29 de la expres!én de Bernoulli,
o no es, ni tiene que ser la
misma en los puntos 1, 2y 3.

p
A Vil

NS
P>
[ ]

Es obvio que resulta
A Py N \ del mayor interés obtener
conclusiones y reglas de
% aplicacion validas para todo
% el campo del escurrimiento.
%Wiﬁ\ (En el caso de la figura para

o toda la seccion transversal).

SN °

Figura 26
Distintas alturas para cada l.d.c.

Esto puede ser aclarado
considerando las ecuaciones de Navier-

Stokes en coordenadas intrinsecas segun
los ejes indicados por los versores I; n; b,
es decir los correspondientes al eje
"tangente a la curva”, "normal" vy

"binormal” a la misma, tal como puede ser
apreciado en la Figura 27.

1=1=In=lb

Es interesante destacar que para el
movimiento  bidimensional, el eje
"binormal” resulta perpendicular al plano
en el que tiene lugar el escurrimiento.

Figura 27

Si se denominan con L, N y B las componentes de las fuerzas por unidad de masa, la
expresion de Navier-Stokes en coordenadas intrinsecas resulta:

2
1 ey [V
p ol ol\ 2
1 V7
pon R
B_E@: 0
p ob
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En la anterior, en los segundos miembros de las igualdades, aparecen las componentes
intrinsecas del vector aceleracion y para un escurrimiento permanente (ver Anexo "El vector
aceleracion en la terna intrinseca™). Se desprende que el mismo tiene componente nula segun

2
el eje binormal, y 3 segun el eje de la normal (coincidente con el radio de curvatura).

Si el valor de V es pequefio, su cuadrado resulta despreciable y si, por otra parte, R es
. _vE
muy grande (tiende a «) el cociente 3 tiende a anularse. En ambos casos, los conceptos

apuntados conocidos como "Reglas de Bresse", llevan a que la componente del vector
aceleracion segun la normal es nula.

Es de destacar que en el caso del escurrimiento en medios permeables, la baja velocidad
inherente al mismo, automaticamente implica el cumplimiento de una de las reglas apuntadas,
la que se cumple aun en el caso de que el radio de curvatura R no sea grande.

Si por otra parte se recuerda de la "Geometria Analitica” que en el campo gravifico
terrestre las componentes intrinsecas segun el eje vertical "z" son el producto de -g con el
coseno director correspondiente, se tiene que:

L=—gcos(z;l }=— gZ
N=—gcos(z;I }=— g%
on
— 0z
B=—gcos(z;| F-g—
geos(zil}-g
Por lo que las expresiones quedan ahora:

g2 Lo ooy, 0 VP

vV —_
ol p dl ol 2

on pon

Al dividir por g, y multiplicar por —dl=dll+dnn+dbb (componentes intrinsecas del
vector "desplazamiento elemental”), se tiene:
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Es de destacar que la integracion segun |, es decir segun la linea de corriente, nos
conduce nuevamente a la expresion de Bernoulli, cuyo tratamiento para las aplicaciones a los
medios permeables, ya fue realizado.

En cambio, resulta evidente que la integracion segun los ejes normal y binormal,
conducen a la expresion:

Z+E= cte

La importancia del razonamiento anterior radica en que para una misma linea
equipotencial, en todos los puntos de la misma (los que implican cada uno una linea de
corriente ortogonal distinta) el valor de la "altura piezométrica™ dado por la anterior
permanece constante.

Por otra parte, al ser la velocidad en los medios permeables muy pequefia y
consecuentemente el término de “energia cinética” de la expresion de Bernoulli despreciable,
resulta en el sentido del escurrimiento (tal como se ha elaborado precedentemente):

z+E + Ah=cte
Y

Esta expresion es ahora valida para todos los puntos de una equipotencial y
consecuentemente para las infinitas lineas de corriente que le son ortogonales. Al cambiar de
equipotencial cambia el valor de Ah segln la ley de Darcy.

Los conceptos desarrollados permiten el uso practico de las expresiones de la "altura
piezométricas" y consecuentemente de la expresion de Bernoulli, en todos los puntos del
escurrimiento caracterizado por una dada red de escurrimiento. En su conjunto significan "la
extension de la expresion de Bernoulli a todo el campo de velocidades™, indistintamente e
independientemente de en qué linea de corriente se encuentren los puntos entre los que se
hacen los planteos energeéticos.
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Figura 28

Extension de Bernoulli a toda la red

En la Figura 28, en la que se aprecia una region de una dada red de escurrimiento en un
medio permeable, se destacan las propiedades que surgen de los conceptos analizados.

Si se considera una linea equipotencial ¢, a todos los puntos de la misma le
corresponde un nivel energético como el indicado. Los piezémetros indicados en los puntos
que van del 1 al 5, permiten interpretar los valores de las “alturas piezométricas h;”, las que
medidas con respecto a un plano de comparacion arbitrario, resultan todas iguales. En efecto,
del andlisis surge claramente que:

h; = zl+ﬁ;h2:zz+&; ................ ;h5:z5+E
Y

h1:h2:h3:h4:h5

En la linea equipotencial ¢,,3 se puede hacer un planteo similar, pero considerando

ahora que el nivel energético ha descendido en un valor Ah, dado por la ley de Darcy. En ese
caso resultan:
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Si se plantea Bernoulli entre las equipotenciales ¢, ; ¢,.3, en cada una de las distintas
lineas de corriente puede escribirse que:

Y
h5:h10+Ah:ZS+%: Zlo"f‘p’yﬂ‘FAh

De acuerdo a todo lo expuesto también es posible plantear la expresion de Bernoulli
entre puntos en distintas lineas de corriente, en efecto planteando, por ejemplo, entre los
puntos 1y 10, se tiene:

hy =z +&:zlo +m + Ah
Y Y

y entre los puntos 11y 12:

P11 P12  Ah
hiyy =2y +——=2p+——+—
=t 12 Y 3

En resumen, es factible plantear la expresion de Bernoulli entre todos los puntos de
un escurrimiento en un medio permeable. Si los mismos se encuentran sobre una
equipotencial el valor de la "altura piezométrica h;", respecto de un plano de comparacion, se

mantiene constante, a pesar de que son distintos para cada punto, los valores de z; y Pi que
Y

la integran. En cambio, si se plantean entre puntos entre distintas equipotenciales e incluso
entre distintas lineas de corriente, debera ser tenido en cuenta el termino de “pérdida de
energia hidraulica Ah”.
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10- EL CALCULO DEL CAUDAL EN LOS MEDIOS PERMEABLES MEDIANTE
LAS REDES DE ESCURRIMIENTO

Uno de los usos mas importantes de las redes de escurrimiento en medios permeables es
el del célculo del caudal que pasa en determinadas regiones del mismo, en especial cuando
alguna singularidad, interfiere en el normal escurrimiento que tiene lugar normalmente.

La Figura 29 posibilita
analizar la utilidad de la red para el
propésito enunciado. En realidad
una red posibilita el conocimiento
1 del campo de velocidades en forma

relativa, puesto que la misma puede
Ah satisfacer a infinitas posibilidades
de caudal que escurre. Conocido el
caudal que pasa, el conocimiento

Qo Ah e
B del valor numerico del campo de
1 velocidades en cada uno de sus
7\ puntos, es inmediato.

a»
Aq \Zk% En el caso de los medios
permeables, la ley de Darcy y su
vinculacion  con la  funcion
potencial de velocidades ¢ y la
expresion de Bernoulli (temas
W desarrollados precedentemente),
son los hechos que permiten
vincular la red de escurrimiento con
los caudales que escurren por el
Figura 29 medio permeable de caracteristicas
dadas.

En la figura se representan dos cuadrangulos continuos de una determinada red de
escurrimiento en un medio permeable de permeabilidad k; forma parte de un conjunto
formado por n+1 lineas de corriente, siendo en consecuencia n el nimero de "tubos de
corriente bidimensionales” de la red. De la misma forma, se consideran tres equipotenciales
de las m+1 que completan la misma, siendo m el nimero de “celdas equipotenciales” de todo
el conjunto.

Por el tubo de corriente formado por las dos lineas de corriente consideradas, escurre
una porcién del caudal total Q:

Q

Ad =
qn
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Entre dos equipotenciales se produce una caida del nivel piezométrico Ah (medido por
la diferencia de los niveles en los dos piezOmetros ubicados en dos equipotenciales
consecutivas), que respecto a la carga total disponible H, sera:

H
Ah=—
m

El caudal que pasa entre las lineas de corriente y equipotenciales acotadas en la figura,
vale, teniendo en cuenta la ley de Darcy:

quvAnzkA—hAn
Al

reemplazando Aq y Ah:

Q_ Han
n mAl
de donde:
n An
=kH——
Q m Al

Al recordar que una de las caracteristicas en el trazado de la red es que An debe ser
igual a Al, la expresion final resulta:

Q =kHn/m

La expresion anterior posibilita el calculo del caudal para una region del escurrimiento
y en funcion del namero de lineas de corriente y equipotenciales involucradas en la misma.
Evidentemente, si la region implica el campo total del escurrimiento, el caudal obtenido
también serd el caudal total que escurre en el dominio del campo considerado.
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ANEXO - EL VECTOR ACELERACION EN COORDENADAS INTRINSECAS

El siguiente desarrollo tiene como objetivo demostrar, para satisfacer asi la eventual
inquietud de los interesados sin que tengan que recurrir a otra bibliografia, las expresiones
escritas en el numeral 9.3.2, cuando se desarrollé el tema de la extension de la expresion de
Bernoulli a todo el campo del escurrimiento.

T+dl

El vector aceleracion es por
definicion:

acdv_d g _dvy dl Nota:
a:_t: E<VI):E| +aV Al ser do muy chico, dI
do practicam_ente es paralelo
pero puede ser considerado que: al T anterior
T _
I dl ] |
di dI dI dl d
T arai-arV da
t | dt I =
I +dl
Flgura su

Del analisis de la figura se deducen los siguientes conceptos:

dl =Rda; [[+d|=[|=1; di=da n; di=[d] n; |[dl|=1da

por lo que la variacion del versor | en el recorrido, resulta:
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Pero como por otra parte dV es:

dV:a—leJra—vdt

ol ot
porloque
:W:W%W:‘?(sz Y
'odt aldt ot all 2 ) ot

Finalmente la expresion del vector aceleracion en coordenadas intrinsecas resulta:

_ Fa(vz\ a\/—|_ V2 _
82L5L7J+EJ|+FH

Obviamente, para régimen permanente se anula la derivada del modulo de la velocidad
con respecto al tiempo, con lo que la expresion queda:
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